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ABSTRAK

Dalam matematika, dimensi ruang vektor V dan W adalah jumlah vektor basis V dan W. Himpunan semua
transformasi linier dari V ke W dengan operasi penjumlahan dan operasi perkalian skalar menciptakan ruang
vektor. Ruang vektor dari transformasi linier biasanya dilambangkan dengan . (V,W). L. (VW) ={T:V -
W |Transformasi linier T}. Tujuan dari penelitian ini adalah untuk menentukan dimensi vektor ruang k.
(V,W) melalui pemetaan isomorfisme. Peneliti melakukan studi pustaka untuk menentukan dimensi vektor
ruang L (V,W). Penelitian menunjukkan bahwa ada pemetaan isomorfisme dari L. (V,W) ke M, Dapat
disimpulkan bahwa L (V,W) = {T: V —W]|Transformasi linier T} dengan vektor ruang V yang memiliki n
dimention dan vektor spce W yang memiliki m dimention adalah vektor ruang dimensi terbatas. Dim (L
(V,W)) dapat ditentukan dengan menunjukkan matriks standar M,,,, merupakan basis, sehingga dim(M,xn)
=mn. Jika L. (V,W) = M., maka Dim (L (V,W))=dim (M,x,)

Kata kunci: Pemetaan isomorfisme, Dimensi, Vektor ruang, Transformasi linier.

ABSTRACT

In mathematics, the dimension of a vector space V and W is the number of vectors of a basis of V and W.
The sets of all linier transformation from V to W with addition operation and scalar multiplication
operations create a vector space. Vector space from linear transformations are usually denoted by £ (V,W).
£ (VW) ={T:V - W |T linear transform-ation}. The purpose of this study was to determine space vector
dimension £ (V,W) through isomorphism mapping. The researcher conducted literature studies To determine
space vector dimension £ (V,W). The study showed that there was a isomorphism mapping from £ (V,W) to
Mm- 1t can be concluded that £ (V,W) = {T: V -W!|T linear transformation} with space vector V which
has n dimention and spce vector W which has m dimention are limited dimension space vectors. Dim (£
(V,W)) can be determined by showing standar matrix of M,,,,, constitute basis, so that dim(M,,,,.,,) = mn. If
£t (VW) = M,,,, then Dim (£ (V,W)) = dim(M,,,,.1,)

Keywords: Isomorphism mapping, Dimension, Space vector, Linear transformation.

A. PENDAHULUAN menggunakan pemetaan isomorfisma, dapat
Dimensi dari ruang vektor merupakan menentukan dimensi dari ruang vektor.
bagian penting dalam matematika. Suatu Dimensi merupakan parameter yang
pemetaan isomorfisma dapat digunakan untuk diperlukan untuk menggambarkan posisi dan
menentukan dimensi dari ruang vector . Jika V sifat benda dalam ruang. Misalkan V adalah
dan W adalah ruang vektor maka T merupakan sebuah ruang vektor dan mempunyai basis
suatu tranformasi linear sehingga T:V — W dengan n elemen untuk n suatu bilang asli
dikatakan isomorfisma jika T satu-satu dan maka V dikatakan berdimensi n.
pada (into and onto). Jika T:V — W suatu V dikatakan berdimensi n maka V
pemetaan isomorfisma maka dimensi V sama mempunyai basis dengan n, hal ini terjadi jika
dengan dimensi W. Dengan demikian dengan V adalah sebuah ruang vektor. Jika V dan W
adalah dua ruang vektor pada lapangan F, maka
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himpunan semua transformasi linier dari V ke
W dengan operasi penjumlahan dan operasi
perkalian skalar membentuk ruang vektor.
Ruang vektor dari transformasi linear ini sering
dinotasikan dengan £ (V,W).
£(V,\W) ={T:V - W|T transformasi linear}.
Berdasarkan uraian di atas penulis ingin
membahas cara menentukan dimensi ruang
vektor £ (V,W).
Untuk menentukannya,
menggunakan pemetaan isomorfisma.
Misalkan V adalah ruang vektor, u
adalah vektor di V, dan k besaran skalar, maka
Ou=0,(-1)u = -u, k0 =0serta ku =0, maka
k = 0 atau u = 0 (Anton, 1988). Jika V adalah
sebarang vektor dan S = { v, vy, . . ., V,.}
adalah himpunan vektor berhingga dalam V,
maka S disebut basis dari V jika S bebas linier
dan S membentuk V (Anton, 1988). V adalah
sebuah ruang vektor dan mempunyai basis
dengan n elemen-elemen untuk n suatu
bilangan asli maka dikatakan bahwa V
berdimensi n (Jacob, 1990). Misalkan ¥V dan W
adalah ruang vektor dengan dimensi berhingga
dan T:V - W serta T adalah isomorfisma,
maka dim(V) = dim(W) (Jacob, 1990).
Penelitian ini bertujuan untuk
mengetahui dimensi ruang vektor £ dengan
pemetaan isomorfik. Semoga penelitian ini
dapat menambah wawasan penulis dan
pembaca pada umumnya tentang dimensi ruang
vektor £.

penulis

B. METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan dalam penelitian
ini adalah metode tinjauan pustaka dengan
analisis teoritis terkait dengan permasalahan
yang dibahas.

Dalam melakukan penelitian ini penulis
mengawali dengan menelaah permasalahan,
mengumpulkan dan menghubungkan teori-teori
yang diperoleh dengan permasalahan yang
ditemui untuk membantu dalam
penyelesaiannya.

Proses yang dilakukan dalam menye-
lesaikan masalah tersebut meliputi dua tahap.
Tahap pertama mengumpulkan literature
berupa buku dan sumber terkait masalah
penelitian. Kemudian dikumpulkan, diurutkan ,
diklasifikasikan serta dikelompokkan, sebagai
konsep-konsep landasan penelitian. Tahap
kedua mengurutkan dan mengklasifikasikan
seluruh konsep yang telah dikumpulkan, baru
kemudian  diilakukan  analisis  dengan

menuliskan definisi dari Ruang Vektor, Bebas
Linear, Membangun, Basis, Dimensi,
Tranformasi Linear, Tranformasi Linear Satu-
Satu,  Tranformasi Linier Pada dan
Isomorfisma.

Pengujian kebenaran pemetaan
isomorfisma untuk  menentukan  dimensi
dimensi ruang vektor £ (V,W). dengan

langkah-langkah sebagai berikut:

1. Misalkan diberikan ruang vektor V yang
berdimensi n dan ruang vektor W yang
berdimensi m. Tunjukkan bahwa £ (V,W)
suatu ruang vektor.

2. Tunjukkan bahwa matrik M yang berordo
m X n adalah suatu ruang vektor atas F.

3. Tunjukkan bahwa ada suatu pemetaan
isomorfisma dari £ (V,W) ke My, -

4. Tunjukkan bahwa

10« 0]fo 1 - ©
00 -~ 0|00 - Of
00 - oflloo 0
00 ~ 0
0 0 0
00 - 1

sebanyak m - n merupakan basis dari ruang
vektor matriks M., -
5. Tunjukkan bahwa dim(M,,,,) = mn

C. PEMBAHASAN

Penentuan dimensi £ melalui pemetaan
isomorfisma harus memenuhi  pembuktian
bahwa £ merupakan ruang vektor, ruang vektor
M, pn, ISOomorfisma dari £ (VW) ke My,
dimensi ruang vektor £

Ruang Vektor £
Misalkan diberikan ruang vektor VV dan W yang
berdimensi n dan m. Tunjukkan bahwa £ (V,W)
merupakan ruang vektor.
Penyelesaian:
£ (VW) = {T:V - W|T transformasi linier}
Misalkan V dan W adalah dua ruang vektor atas
lapangan yang sama F. Misalkan T; dan T,
adalah transformasi linier dari V ke W. Maka
fungsi (T1 + T2) didefinisikan oleh
(Ty + T)(x) = Ti(x) + T»(x), Vx € V adalah
transformasi linier dari V ke W.

Selanjutnya, jika T  merupakan
transformasi linier dari V ke W maka untuk
skalar a, fungsi (a - T) didefinisikan (a - T) =
a-T(x), Vx €V merupakan transformasi
linier dari V ke W.
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Theorem 3.1. Himpunan £ (V,W) darisemua
transformasi linear dari V ke W bersamaan
dengan operasi penjumlahan dan operasi
perkalian dengan bilangan scalar adalah ruang
vektor atas lapanagn F.

BuUkTI. Misalkan T;, T, adalah transformasi

linear dari V ke W dan (T; + T,) didefinisikan

sebagaimana di atas. Selanjutnya Vx,y € V dan

o, PEF.

Ty +T)(a x+ B y)=Ti(a-x+p"y)

+T(a-x+pBy)
=a-Ti(x)+ a-T,(x)
+B-Ti(y) + B -T2 (y)
[dengan assosiatif dan komutatif penjumlahan

dalam W]

= a- [Ty(x) + ()] + - [T1(y) + T.(¥)]

= a-[(Ty + )]+ B [(Ty + T2)()]

Dapat ditunjukkan bahwa (T; +T,) adalah

suatu tranformasi linear.

Berikutnya, jika T adalah suatu trans-
formasi linear, dan « adalah suatu skalar
Vx,y €EVdanB,y €F
(@a-T)B-x+vy-y)

=a-[B-Tx)+y-TY)]
[dengan sifat kelinearan pada T]
=a-[B-T@)]+a-[y-TW)]
=(Ba) - T(x) + (ya)-T(y)
[dengan komutatif perkalian dalam F]
=B-la-T@]+y-[a-T)]
=B [(a- )] +v-[(a T)Y)]
Menunjukkan bahwa (o . T) adalah sebuah
transformasi linear. Sekarang dengan fakta
bahwa himpunan £ (V, W) dari semua
transformasi linier dari V ke W merupakan
ruang vektor dengan memperhatikan operasi
penjumlahan dan perkalian dengan skalar di
atas berdasarkan hal berikut:
(h (2, W),+) adalah sebuah grup abelian,
karena
() VT, T,,T; € £(V,W)dan vx € V.
((Tl +T,) + T3)(x) = (Ty + T2)(x)
+T5(x)
=T1(x) + To(x) + T3(x)
[dengan assosiatif penjumlahan dalam W]
=Ty (x) + (T2 + T3)(x)
{T1 + T2} + T3 =Ty + (T, + T}
Menunjukkan bahwa assosiatif
penjumlahan dalam £ (V, W)
(i) VT, T, e £(V,W)danVx € V.
(Ty + T2)(x) = T1(x) + T2 (x)
=T2(x) + T1(x)
[dengan komutatif penjumlahan F]

T, +T,=T,+T,
Yang berarti bahwa komutatif
penjumlahan dalam £ (V, W)

(iii) Transformasi nol disimbolkan dengan 0
dan didefinisikan dengan 0(x) =0, V x
€ V dan bahwa
(T+0)=@0+T)=T,VT €LV, W)
Oleh karena itu nol adalah ruang dari
£V, W).

(iv) Berkorespondensi untuk setiap

TeLWV,W),3(-T) € £V, W).
didefinisikan dengan
(-T)(x) =—-T(x),Vx € Vdengan (— T)
linear dan
T+(-T)=(-T)+T=0
Sebuah transformasi linear (- T')
adalah invers penjumlahan dari T
(1) Operasi penjumlahan dan perkalian
dengan skalar di atas berdasarkan hal
berikut:
(i)VvT, T,e2(VW), xeEVdana€F.
(o (Ty+ T2))(x) =a- (T + T2)(x)
=a - [T1(x) + To(x)]
=a -Ti(x)+ a-T,(x)
=(ax T+ a-T,)(x)
Oleh karena itu:
a (T +T)=oa T+ a-T,
Untuk setiap T1 dan T, € £ (V, W) dan
a€E F
(invT e £WV,W); x €Vdana, § € F;
((a+B) TH(x) =o- T(x)+HB-T(x)
=(a ' T+p T)kx)
Sehingga,
(a+P). T=a.T+p.T
VT eLWV,W)dana, B EF
(i) VTELWV,W);xeVdana, p EF,
(@ B) T =a-[B-T()]
=a-[p.Tx)]
=(a-(B-TH)
Jadi, (" B) T=a-(B-T) ,
vTe£(V,W)dana, €F.
(iv) Jika 1 adalah identitas dari F, maka
VTeELWV,W); xeV
1-T)(x)=1-T(x)
=T(x)
1.T=T
-~ Teorema terbukti.

Contoh 3.2. Misalkan H = {T;, T,, T3}, dengan

Ti, Ty, dan Ts; adalah transformasi linear
R?* ke R? dan H € £ (R% R?). Misalkan a, 8
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adalah skalar. T, T,,danT; masing-masing

didefinisikan dengan T, (y) (2;)

()= (e y) s () =(,°)
Apakah £ (R?, R?) adalah ruang vektor?

Jawab:
Misalkan T;,T,,danT; adalah transformasi
linear .
Maka fungsi (T:1 + T.) didefinisikan dengan

X X X
(T1x+ T3) (y) =T (y) +T; (y),
v(y) € R? adalah transformasi linear dari R?
ke RZ.

Juga, jika T adalah transformasi linear
dari R? ke R? maka untuk skalar «, fungsi (a -
7) didefinisikan (a-T) = a-T(}). v(}) €

yJ Yy
R? adalah transformasi linear dari R? ke R?.

Himpunan £ (R? R?%) dari seluruh
transformasi linier dari R? ke R? serta operasi
penjumlahan dan operasi perkalian dengan
skalar merupakan ruang vektor atas lapangan F
jika memenuhi syarat-syarat berikut:

0] (£ (R?% R?), +) adalah sebuah grup
abelian, karena

(i) VT, T, Ts € £ (R?, R?) dan ¥ (;) € R2.
(T T)+T) () = B+ T ()

+T3(;)
m6)+n(}+n()
() G+ C57)
(yrren)*C5)
2% ey )

¥+ xxF Yy

(
(2x+(x+x—y)>
(5

Y& @ +yty)
%+ =Y
) x =+ Yf y)
X X —
_(y)+ {(X+y)+( yy)}
[dengan assosiatif penjumlahan dalam W]
X X X
=1.)+ (1) +5.0)
=T (i) +{@+19 ()}

=Ty + (T2 + T3)) (;C,)
Jadi {T1+ T2} + Ta=To+ {To + T3}

Menunjukkan bahwa assosiatif penjumlahan
dalam £

(i) v T, T, € £ (R2, R?) dan v (}) € R2

y
(T1 i+ Tz) (;C,) =T (;) sgh - (i)
2x x
( y ) + (X + )’)
2
g (y v ; e y)
2x +
. (y +x(x N y))
2
i ((xx:;') + y)
[dengan komutatif penjumlahan ]
x 2
= (x + y) * ( 3;: )
=T (y) +T (y)

=@ +1)(})
cTi+T,= T+ Ty
Menunjukkan bahwa komutatif pen-
jumlahan dalam £ (R?, R?).
(i) Transformasi nol disimbolkan

dengan 0 dan didefinisikan dengan

0 (;) =0,V (;) € R? dan bahwa

(T, +0) (;) —T, (;) +0 (5)

=1(;) 9
Dari (*) dan (**), berlaku
(1+0)(5)=0+1) () =7(,)
VT, (;) € ¢ (R% R?)
JadiT;+0 =0+T1=T; € £(R? R?
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Oleh karena itu nol adalah vektor ruang
dari £ (R?, R?).
(iv) Berkorespondensi V T; € £ (R?, R?),
3(-T)) € £ (R? R? didefinisikan

x 2x
dengan (—T;) (y) = (— ( y ))
_ (Zx)
X yx
(-T1) (y) =-T; (y) ) A
“T+(-T)=(-T)+T,=0
Sebuah transformasi linear (-T) adalah
invers penjumlahan dari T
(I1) Operasi penjumlahan dan perkalian

dengan aljabar skalar di atas didasarkan
pada:

(i) VT,T, €2(R? R?%); (;C,) € R?
dana € F.
(a- (T, + Ty)) (;C,) —a- (T, + Tz)(;i)
= [1.(3)+ =)
& [(2;6)+(xiy)]
_ 2x +x
—E '(y+(X+y))

~(ag+ 1)

_( a2x +ax )
T \ay+a(x+y)

= ((fyx) g £97)
- '<2;C)+“ '(x:c-y)
=0 -Tl(;)+ o T, (;C,)
=(a -Ty) (;) + (a - Ty) (;C,)
=(a T, + « -Tz)(;)
Oleh karena itu:

o0.(h+H)=a.T1+a.T
VT, T, € 2£(R? R?*)dana € F.

() VT, €2 (R% R2); (;) € RZ dan
a,BEF,;
X X
(atB).T) () =@+p) T ()
wsn ()

(i)

= (&) ()

o (5)e )

=a-Tl(;)+ﬁ-T1(;)
Sehingga,

(a+B) Ty=a-T;+ [ T, VT, € £ (R% R?)
dano,B €F

(i) VT, € (R?, R?); (;) € R?dana, B € F;
(@ p-1)(}) =@,
e ()
_ B2
‘“'(ﬁ-yx)
)

X
=a-[B-1(,)]
Jadi, (o.B).T1=a .(B.T1), V T; €£(R?, R?) dan

o, BEF.
(iv) Jika 1 adalah identitas dari F, maka

VT, € £(R% R?); (;) € R?

x 2x
(1.m(y)_<1 (y))
4. (Zx)
X yx
(1-Ty) (y) =1-T, (y)
X
=T (y)
1'T1=T1 y VT16£
Himpunan £ (R?, R?) dari semua transformasi
linear dari R? ke R> memenuhi syarat-syarat
sehingga, H ={T;,T,, T3}, dengan Ty, T,

dan T; adalah transformasi linear R? ke R?
dan H € £ (R?, R?) adalah ruang vektor.

Ruang Vektor M,,,,m
Tunjukkan bahwa matriks M berordo m x n
adalah suatu ruang vektor atas F.
Penyelesaian:
Ambil B,C € M, dana € F

bix  biz b
B = b:21 b2:2 bZ.n |
bml me bmn
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Cm1 Cm2

Cmn

Untuk b111 blZ’ ey bmn, Cll’ C121 ey Cmn € R
Didefinisikan opersai + dan - di M,,,, sebagai

berikut:

bll blZ
B+C = b21 b22

b b

ml

+

by + ¢y
B i = byy + ¢34
+ Cm1

b11
b1

b

ml

aB =«

bml

abi

ab,,
a’bm1
M., Mmembentuk
syarat-syarat berikut:

m2

bln
b271
bmn
612 e C17l
CZZ aee C27l
Cm2 ' Cpn
bln h Cin
bZn + Con
bmn s Cmn
in
b2n
bmn
abqy,
a’bZn
abmz cee abmn

ruang vektor memenuhi

(i) Untuk B, C, D € M5,

a. B+C=
bi1 + ¢11
bz + c21

b1 + cma
% B+ C € My
0 0

bin + Cin
ban + Can

meL + Cmn

bll b12 bln
b b ban
c. B+C= 21 2:2 ..... :
bm 1 bmz brn n
Ci1 C12 " Cin
C1 C22 Con
A T
Cmi Cm2 ' Cmn
B+C =
by + i
byy + ¢4

b1 + cma bmn + cmn

C+B=
c11 + by Cin + bip
Cyq1 + b21 Cop t+ b2n

S
-+ + )
a0
L Gy

cmi1 + b Cmn t+ bmn

€1 €2 7 Gn
CiB— C:Zl Cz:z C2.n
Cm1 Cm2 Cmn
by; by in
f b B2 b
bml me bmn
B+C=C+B
bi1 by bin
B+(C+D)=| Pzt bz 7 Dan
bmi  bmz bmn
/ €11 €12 " Cin
e )
Cm1 Cm2 * Cmn

diy diz v din
dz1 da = dap

dml dmZ o dmn
bi1 + ¢11 + dyy
byy + cp1 + dyq

N~—_

b1 + ¢ + dma

bln + Cin + dln
bZn + Con + dZn

bmn + Cmn + dmn
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(byy +c11) +dyy d  aB+0C)=
(b, +¢21) +dy by by
5 ol [ B2 22
(b1 + Cm1) + dimy : :
bml bmz
(bln + Cln) + dln
(bZn + CZn) + dZn C11 C12
: C21 C22
(bmn + Cmn) + dmn c ’ c :

ml m2
byy +¢11 bzt ¢y byy + ¢y
by1 +¢21 bay+ _ by, + Cyy

b1+ Cm1i bmz + Cm2 by + Oy
bin + cin _
ben + Can by +c14
: b1 + c21
b + Conn a 5
bmi + cm1
di1 dy din
+ d:21 dz:Z d?n a(bi1 + ¢11)
. . a(byq + C21)
A1 Az dmn ;
S(BrC)+D a(bmy + cm1)

- b
(ii)Untuk semua B, C € M, dan o, § € F abyy + acy

b11 b12 bln abZl -:l_ aczq
a aB=a b:21 b2:2 bZ:n by + acmy
bmi  bma bn
ab ab
abll ablz abln abll ablz
_ | abar aby abyy 2t 22
5 S : ab ab
Wm  xbm: @bmn mlaC11 méqz
“ aB € My ACyy  ACyy
bi1 by b1n : :
b. 1-B=1- b:21 bZ:Z bZ:" ACm1  ACm2
bmi  bm bn by by,
bi1 b1y bin by, by
_| ba1 Dbz ban -B L :
b f b1 o
bmi bmz - bpp €11 €1z
bi1 by bin ta €31 Cap
c. 0-B=0 by1 by ban : :
| : S : Cm1  Cm2
bmi  bm byn
00 - 0 =aB + aC
_(0 O 01)_ o
0 0 0

byn + c1n
ban + Cc2n

bmn + Cmn

bin + c1n
ban + c2n

meL + Cmn

a(bin + C1n)
a(bzn + C2n)

a(bmn + Cmn)
aby, + acyy
ab,, + acy,

abpn + aCmn

abi,
abyy,

abyn
acCin

aCyn

ACmn
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e.(a+ B)B

(a+ B)biy (a+ B)biy
(a+ B)byy (a + B)bay
(a'l'ﬂ)bml (a + B)bmn
abyy + Bb1q abin + Bbin
abyq + Bbyq abyn + Bbyp
@by + Bbmy abmpn + Bbmn
abll ablz e (Zbln
ab21 abzz b abzn
abm1 (lbmz a’bmn
pbi1  Bbiy Bbin
+ Bbay  Bba; Bban
ﬁbml .Bbmz ﬁbmn
bi1 b1z = bip
. b:21 b2:2 bzzn
bml me o bmn
b1y b1z byn
b1 bmz byn
= aB + BB
f. a(BB)
b b bin \
=q B b221 b2§2 bzzn |
b1 bma byn /
Bbi1  Bbiy Bbin
_ [ Bba By Bban
ﬁbml Bbmz ﬂbmn
afbi;  afb, af by
afby;  afby, aBbyy
algbml aﬁme aﬁbmn
(aB)b11 (aB)bin
(aB)bzy (aB)ban
(aﬁ)bml (alg)bmn
= (ap)B

Syarat M,,,, untuk menjadi ruang vektor
terpenuhi.

Isomorfisme dari £ ke M,.n
Definisi 3.3. (Jacob, 1990) mengatakan bahwa
suatu  transformasi  linear T:V - W
dikatakan isomorfisma jika T satu-satu dan
pada. Apabila  terdapat isomorfisma
T :V — W dikatakan bahwa ruang vektor V
dan W adalah isomorfik.
Berikut ini akan ditunjukkan bahwa ada
suatu pemetaan isomorfisma dari
VW) > M, -
Misalkan V dan W adalah ruang vektor
atas lapangan F yang berdimensi n dan m,
£ ={T:V - W|T transformasi linear} dan
M, adalah matriks mxn yang entri-entrinya
adalah unsur-unsur di F maka tunjukkan
bahawa £ (V,W) isomorfik dengan M, ,,.
Bukti:
Definisi pemetaan ¢ dari £ (V,W) ke M,,n
sebagai berikut:
P2 (V,W) = Mmxn
T [T]pc
Tunjukkan 0] @ : linear
(i) @ : satu-satu
(iii) @ : pada
() @ : linear.
Ambil Ty, T, e £(VW)dana € F
B={v,, vy, ..., v}
C={wy, wy,..,wy}
B basis dari V dan C basis dari W
Akan ditunjukkan
Lo(T+Ty) =¢(T)+¢(T2)
2.¢ (aTy) = a- ¢(Ty).

1. O] (T1 +T2) = [T1+T2]Bc
[[(T1 + T2) ()l ]
[(Tl + TZ)(vn)
[[Tl (vy) + T,(vy)]¢ +T71~2(2733)] ]
_ [[T1(V1)] + [T, (v1)]c ]
[Ty(v)lc + [T2(vn)]c
= [[Mi(wD]e ...[To(vr)]c]
+HI[T2 ()] - [T2(vr)]c]
=[Ty]gc + [T2]gc
= @(Ty) + ¢(T)
2. ¢(aTy) = [aTy]pc

= [[aT1(v)]¢ - [aT1(Wn)]c]
= [a[Ty(vD]c - a[T1(vy)]c]
= a[[T;(v)]c - [T1(vn)]c]
= a[T1]pc

= a ¢(Ty).
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(i) @ : satu-satu
Ambil Ty, T, € £ (VW)
B={vy, vy ..., v}
C={wy, wy,...,wy,}
B basis dari V dan C basis dari W
Akan ditunjukkan bahwa ¢ pemetaan satu-satu,
yaitu jika @ (Ty) =@ (T2) maka T, = T,.
Perhatikan bahwa:
@(T1) = ¢(T2)
[T1]lsc = [T2)sc
[T (w)]c - [T1(vr)]c]
= [[T2(W1)]c - [T2(vn)]c]
Berdasarkan sifat kesamaan dua matriks maka:
[T:(v)]c = [T2(w]e) -, [T1 (W] =
[T;(n)]c
Ti(v1) = Ty(vq)
T1(vy) = TR(v,)

T1(vy) = T2(vy)

~Ty = T
(iii) @ : pada
Akan ditunjukkan bahwa ¢ pemetaan pada,
yaitu setiap [T;lgc € Myn terdapat T; € £
(V,W) sehingga ¢(T1) = [T1]gc-
Ambil [Ty]gc € My Sebarang. Pilin T; € £
(V,W), maka ¢(Ty) = [T1]pc-
Ini berarti ¢ merupakan pemetaan pada.
Berdasarkan langkah-langkah di atas, terbukti
bahwa
o 2 VW) - My, dengan T = [T]g¢
merupakan pemetaan isomorfik. Basis M,

Tunjukkan bahwa
([1 0 - O0]Jo 1 - O )
0 0 - 010 0 - 0
<00-.-(')00~--(') \
00 - 0
\ o o0 .. 1 Y,

sebanyak m-n merupakan basis dari ruang
vektor matriks M,y -
Penyelesaian:

Mipn =

ai; Q2 v Qin

Az1 Gzz t Q2n
I aml amz v Amn I
\a; €Ri=1,2,..,mdanj =1,2,..n)

X =

10 0y 0 1 0 \
QO 0 OQ 0
<OO 0 0 0 -0 {
o0 - 0
00 - 0
\ oo...i J

sebanyak m - n
Tunjukkan bahwa X basis dari M.,

Pandang:
Bebas linear
1 0 0
n(0 0 - 9>+...
0 0 - 0
0 0 0
+mn 0 0 0
0 0 1
o0 - 0
0 0 - 0
A== =Ty =0
Membangun
Misalkan matriks A berordo m x n, maka
a1 Q12 7 Qin
Az1 Gzz 7 Q2
aml amZ Amn
10 - 0
= an 0 0 0 +
0 0 0
0 0 0
+amn 0 0 O
00 - 1
Terbukti bahwa X =
1 0 0o 1 - 0
0 0 0ljo o - O
<0 0 o] 10 0 ... 0 |
00 -~ O
00 - 1

sebanyak m -n merupakan basis dari ruang
vektor matriks My, .

Dimensi M,y
Tunjukkan bahwa dim(M,,,,) = mn
Bukti:
Pada pembahasan 4.3 telah dibuktikan bahwa
ruang vektor matriks M,,,, yang terdiri dari
seluruh matriks mxn, misalkan X;; adalah
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matriks dengan elemen ke-ij 1 dan 0 di tempat
lainnya, maka seluruh matriks seperti ini
membentuk basis dari M,,,, yang disebut basis
standar dari M,,,,. Dengan demikian,
dim(M,;,xn) = mn.
Dimensi Ruang Vektor £ (V,W)
Teorema 4.6.1 (Khanna, 1993)
Misalkan M,,,,, adalah ruang vektor dari semua
matrik mxn dan £ (V,W) adalah ruang vektor
dari semua transformasi linear dari V ke W
maka £ (VW) = M,,,n.
Bukti:
Definisi pemetaan ¢ dari £ (V,W) ke M,n
sebagai berikut:
p:£ (V,W) = Mipxn
o(T)=I[Tlsc
Dengan B = {v,, v, ..., v},
C = {wy, w,,..,w,} adalah basis
terurut dari V, W.
¢ didefinisikan sebagai [T]p. yang ditentukan
secara unik oleh T. Tidak sulit untuk
mempelihatkan  bahwa  @adalah  sebuah
transformasi linear.
Misal:
o(Ty) = ¢(T,) dengan T1, To€ £ (V,W)
= [Ty]pc = [T2]sc
= (ai;) = (byy)
= a;j = b;j untuk semua i, j
= T,(v;) = TRy a;w;
= X1 bijwi = Tz(v))
untuk semuaj =1,2,..,n
=>T, =T,
= ( adalah satu-satu.
Misal: A = (aif)mxn € My, Maka ada
sebuah transformasi linear T € £ (V,W).
T(vyj) = ity a;w;
untuk semuaj =1,2,..,n
~A=[Tlgc = @(T) = ¢ adalah pada. - ¢
adalah sebuah isomorfisma sehingga £ (V,W) =
M- Dengan demikian, dim £ (V,W) = mn.
Berdasarkan menurut teorema 2.9.2
bagian (v) dapat disimpulkan bahwa jika ada
suatu pemetaan isomorfisma dari £ (V,W) ke
My n Maka
dim (£ (V\W)) = dim (Mpy,). Dengan
demikian, untuk menentukan dimensi ruang
vektor £ dengan V dan W masing-masing
berdimensi n dan m, adalah dengan
menentukan dimensi M.
Untuk lebih jelasnya dapat diberikan
beberapa contoh soal dan penyelesaian sebagai
berikut:

Contoh 3.4. Tentukanlah dimensi dari £
(R?,R)!
Penyelesaian:
Dim ((R?,R)) = dim (My,,).
Untuk  menentukan dim (M,;) akan
ditunjukkan bahwa {a 00 1}
merupakan basis dari ruang matriks Mj,,.
{(1 0),(0 1)} merupakan basis jika:
() Bebas linear
rn(1 0+ (0 1)=(0 0)
a1 =0,1,=0
(i) Membangun
Misalkan A= (a b)
(@ b)=a(1 0)+b(0 1)
Dari (i) dan (ii) maka {(1 0),(0 1)}
merupakan basis dari M .,,
sehingga dim (M) =2
=~ Dim ((R%, R)) = dim (My,,) =2

Contoh 3.5. Tentukanlah dimensi dari £
(R?,R?)!

Penyelesaian:

Dim ((R?, R?)) = dim (M,,,).
Untuk  menentukan  dim
ditunjukkan bahwa

1 0y (0 1y /(0 0y (0 O

{(0 0)’(0 0)’(1 0)’(0 1)}
merupakan basis dari ruang matriks M,,,,.
1 0y (0 1y (0 0y (0 O

{(0 0)’(0 0)’(1 0)’(0 1)}
merupakan basis jika:

0] Bebas linear

G, e 0
+ r3(1 0) +0T4 E)O 1)
- (o 0)
rn=0,r=0,r=0,danr, =0
(i) Membangun

Misalkan A = (Ccl Z)

(¢ OZ);a(é ;3);‘)(8 )
te(i o)+l 1)
Dari (1 dan (i) maka

(6 G oG oG D}
merupakan basis dari M;,,, sehingga dim

(M) =4
= Dim ((R%, R?)) = dim (M,,,) = 4

(M,,,) akan

Contoh 3.6. Tentukanlah dimensi dari £
(R3,R?)!
Penyelesaian:
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Dim ((R3, R?)) = dim (M,3).
Untuk  menentukan  dim
ditunjukkan bahwa
X = {Xl, Xa, X3, Xa, Xs, X5} dengan
(1 0 0 /0 10

Xlo_ (()0 10 0)’X(2) _0(0 0 0 0)'
s gty
X5=(0 1 _0)’X_6=(0 0 1)
merupakan basis dari ruang matriks M,,.

X merupakan basis jika:

(i) Bebas linear
X, + 1 Xy +13X3 + Xy
+T5X5 + r6X6 =0

r1(1 0 0)+---+re(0 0 o)

(M,,,) akan

0 0 O 0 0 1
_ (0 0 0)

0 0 O
.'.rl=0,r2=0,r3=0,r4=0,r5=0
danrs=0

(i) Membangun
MisalkanA:(a b C)
e f

a b ¢y_ (1 0 0
(d e f)‘“(o 0 0)
+(g o o)*<(g o o
+a(] 5 0)*e(y 1 o
+ (o o 1)

Dari (i) dan (ii) maka X merupakan basis dari
M,,3, sehingga dim (M,,3) =6
=~ Dim ((R3, R?)) = dim (M,,3) =6

Contoh 3.7. Tentukanlah dimensi dari £
(R?,R3)!

Penyelesaian:

Dim ((R%, R?)) = dim (Ms,,).

Untuk  menentukan dim (Ms,,) akan
ditunjukkan bahwa X =
{X1, X3, X3, X4, X5, X¢} dengan

1 0 0 1
X1: (0 0>,X2 = (0 0);
0 0 0 0
0o 0 0 0 0 0
o=(1 0)x=(o 1)~ (0 o)
0 0 0 0 10

0 0
X6=(0 0) merupakan basis dari ruang

0 1
matriks M3,,. X merupakan basis jika:
Q) Bebas linear

XL+ 1 Xy +13X3 + 13X,

+T'5X5 + T6X6 =0

1 0 0 1
n(o o) (o o)
00 0 0
0 0 0 0 0 0
+75 (O 0>+r6 (0 0>=<O O)
1 0 0 1 0 0

S = 0,7'2 = 0,7"3 = 0,7"4 = O,
rs =0danr, =0
(i) Membangun

a b
Misalkan 4 = (c d)
e f

a b 1 0 0 1
(c d>= a(O 0>+b(0 0)
e f 0 0 0 0

0 0 0 0
+c(1 0]+d|O 1)

0 0

0 0
0 0 0 0
+e (0 0) +f <0 0)
1 0 01

Dari (i) dan (ii) maka X merupakan basis dari
Ms,.,, sehingga dim (M3,,) =6
=~ Dim ((R%, R?)) = dim (M5,,) =6

Contoh 3.8. Tentukanlah dimensi dari £
(R3,R3)!

Penyelesaian:

Dim ((R3, R®)) = dim (M3,3).
Untuk  menentukan  dim
ditunjukkan bahwa

X ={X1,X,,X3,X4,Xs,X¢,X7,Xg,X9} dengan

1 0 0 010
X, = <0 0 O>,X2 = (O 0 0>, X3 =
0 00 0 0 0

(M3,,) akan

N\~
o o O O
O =R OO O O

0
0 0 O 0 0 O
X7=(O 0 0>,X8=<0 0 0>,X9=
100 0 010

0 0
(0 0 0)
0 0 1

matriks M5,5. X merupakan basis jika:
() Bebas linear
X1 +1 Xy +13X3 + X,
+15X5 + 16X +77 X7 + 13X +19X9 = 0

1 0 0 010
T (0 0 O) +r (0 0 0)
0 00 0 0 O

merupakan basis dari ruang
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0 0 O 0 0 O
+---+r9<0 0 0> =<0 0 0)
0 0 1 0 0 O

-'-T1—0T2—0T3—0T4—0T5—0
76 = 0,77 =0,13 =0dan1ry =0
(i)  Membangun

a b c
MisalkanA:(d e f)

g h k
1 00
A=a <0 0 )
0 0
01 0 0 1
b (o 0 o> ( 0 o)
0 00 0 0
0 0 0 0 0
+d (1 0 O) +e ( 1 0)
0 00 0 0
0 0 O 0 0 0
+f (0 0 1) (0 0 0)
0 0 O 1 0 0
0 0 O 0 0 O
+h (0 0 0) <0 0 0)
0 1 0 0 0 1

Dari (i) dan (ii) maka X merupakan basis dari
M35, sehingga dim (M3,3) =9
= Dim ((R®, R*)) = dim (M3,3) = 9

D. KESIMPULAN DAN SARAN
Dari pembahasan yang dilakukan telah
dibuktikan bahwa:
1. £ (V,w) merupakan suatu ruang vektor.
2. Matriks M meruapak ruang vektor atas F.
3. Ada suatu pemetaan isomorfisma dari £
(V,W) ke men :

4'< 0 0
0 O

0

\ 0 0 |
sebanyak m - n merupakan basis dari ruang
vektor matriks M,,,n -

5.Dim(M,,n) = mn

Dengan terbuktinya lima hal di atas, maka
dapat disimpulkan bahwa,
L(V,W)= {T: V- W |T transformasi linier }
dengan V dan W ruang vektor masing-
masing berdimensi n berdimensi m adalah
ruang vektor yang berdimensi berhingga.

Dim (£ (v,w)) dapat ditentukan dengan
menunjukkan bahwa matriks standar dari
M,n ~ Mmerupakan  basis,  sehingga
dim(M,,,.,) = mn.

Karena £ (V,W) = M,,,,.,, maka

Dim (£ (V,W)) = dim(M ).
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